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Développement On munit R™ de la norme euclidienne usuelle.

Lemme 1 Tout ouvert connexe de R™ est connexe par lignes brisées.

Lemme 2 Soient U C R" ouvert connexe et f : U — R™ de classe C! sur U. Si
df = 0 pour tout x € U, alors f est constante sur U.

Théoréme 3 Soit f € C!(R",R") telle que pour tout * € R", d,f est une
isométrie. Alors, f est une isométrie affine.

e Preuve du Lemme 1 : Rappelons ce que signifie connezxe par lignes brisées. On
appelle ligne brisée joignant deux points a,b € R™ toute partie de la forme
T
U[xi—lyxi] our € N*7 To = @, T1,.-.3,Tn-1,Tn = b e an et ou [xi—hxi]
i=1
désigne I'ensemble {(1 — A)z;—1 + Azi},¢(g)- Une partie A C R" est alors dite
connexe par lignes brisées si pour tous a,b € A, il existe une ligne brisée in-
cluse dans A joignant a et b. Montrons que c’est le cas des ouverts connexes de R™.

Soit U C R™ connexe non vide. Soit o € U et notons T, l’ensemble des
points x € U tels qu’il existe une ligne brisée joignant = a zg dans U. On veut
évidemment montrer que Ty, = U, et pour cela, montrons que T}, est a la fois
ouvert et fermé dans U.

- Six € Ty, comme z € U qui est ouvert dans R", il existe » > 0 tel que
B(z,r) C U. Ainsi, pour tout y € B(z,r), comme les boules sont convexes,
on a [z,y] C U. Ainsi, en concaténant la ligne brisée joignant z & z¢ et le
segment [z,y], on crée une ligne brisée dans U joignant y a xg, soit y € Ty, .
Ainsi, T, est ouvert dans U.

- Soit z € TT;OU = T, NU (cet ensemble est I'adhérence de T, pour la
topologie induite dans U). Comme U est ouvert, il existe » > 0 tel que
B(z,r) € U. Mais comme z € T,,, on a B(z,r) N Ty, # 0. Soit donc
y € B(x,r) NTy,. Alors [y,z] C U et il existe une ligne brisée joignant y a

P U . .
Zg, donc par concaténation, x € T,,. On a donc T, C T, et l'inclusion

;. . N U . .
réciproque est triviale, d'ou T,, = T, , ce qui montre que T, est fermé
dans U.

La partie T, est ouverte et fermée dans le connexe U, donc comme Ty, # 0
(puisque z¢ € Ty, ), on a Ty, = U. Ainsi, pour tous z,y € U, il existe une ligne
brisée dans U entre = et xg et une entre y et xy, donc par concaténation, il
existe une ligne brisée entre x et y. Ceci montre bien que U est connexe par
lignes brisées, ce qui termine la preuve du Lemme 1.

Preuve du Lemme 2 : Soient a,b € U. D’apres le Lemme 1, on peut joindre a et

T
b par une ligne brisée J [z;_1,z;] incluse dans U. Soit i € [1,r]. Comme f est C!
i=1
sur U, en particulier, f est continue sur [z;_1,x;] et différentiable sur |z;_1,z;[
de différentielle nulle, donc on peut appliquer 'inégalité des accroissements finis

sur le segment [z;_1,2;] & f :
[f(zi) = flzi-)ll < Ol — zi—a]| =0,

donc f(z;—1) = f(x;). Ceci étant valable pour tout i € [1, 7], on a par transitivité
f(a) = f(b), d’ou le fait que f est constante sur U. Ceci conclut la preuve du
Lemme 2.

Prewve du Théoréme 8 : Notons que comme Va,h € R", ||d,f(h)|| = ||h]], on a
Vo € R", ||d; fl|,, = 1, donc d’apres l'inégalité des accroissements finis, on a

Ve,y € RY, |[f(z) = fFW)ll < llz =yl

Soit a € R™. Comme d, f est une isométrie, en particulier elle est inversible. Ainsi,
d’apres le théoreme d’inversion locale, il existe un ouvert V, de R™ contenant a tel
que fy, soit un C L_difféomorphisme de V, sur f(V,). Notons g le difféomorphisme
réciproque de fy,. Pour tout y € f(V,), on a dyg = (dg(y)f)_l donc dyg est la
réciproque d’une isométrie, et donc c’est une isométrie. En considérant un ouvert
U, C V, plus petit, on peut se ramener au cas ou f(U,) est convexe. En effet,
en notant B une boule centrée en f(a) et contenue dans f(V,), et en posant
Uy, =9(B) C VyonaW, := f(U,) = f(9(B)) = B qui est bien convexe. On peut
donc appliquer I'inégalité des accroissements finis a g sur W,, ce qui entraine
pour les mémes raisons que précédemment

VE, v € Wa, [|9(§) =gl < 1€ =l

On a donc

Va,y € Ug, |z —yl = |lg(f(2) —g(fW)|| < IIf(x) = fFW)l-
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Avec l'inégalité vue plus haut, on en déduit que
Vr,y € Ua, [f(x) = fW)ll = llz =yl
Ceci se réécrie
Yo,y € Us, (f(2) = f(y), f(2) = fy)) = {z =y, 2 —y).
En différentiant cette identité par rapport a x, on obtient Vz,y € U,,Vh € R",
(dof(h), f(x) = f(y)) + (f(x) = f(¥), da f(R)) = (hyx — y) + (z =y, )
= (do f(h), f(x) = f(y)) = (h,x —y).
En différentiant a nouveau par rapport a y, on obtient Vx,y € U,,Vh, k € R",
—(daf(h),dyf(k)) = = (h, k) <= (du f(h),dy f(K)) = (h, k).

Fixons donc z,y € U,, et h € R™. On a

ldof (B) = dy f(I* = o f(W)I* =2 (daf (R), dy f (R)) + |y f(R)]?
IRII* =2 ¢, ) + ]| = 0

d’ott dy f(h) = dy f(h). Ceci étant valable pour tout h € R, on a d, f = d, f.

Posons alors I' = {x € E | d,f = dof}. Le raisonnement montre que I" est ouvert
dans R"™. En effet, si a € T', il existe un ouvert U, contenant a tel que pour tous
z,y €Uy, dyf =dyf. Onadoncpourtout x € Uy, d, f =dof = dof,soitU, CT.
Or, f est de classe C' donc df :  + d, f est continue et ainsi, I' = (df )~ ({do [})
est fermé comme image réciproque continue d’un fermé. Comme T" # ) (puisque
0 € I'), et comme R”™ est connexe, on a I' = R™. Ainsi, en posant u = dy f, df
est constante égale a u. Ainsi, la fonction f — u est de différentielle nulle sur R™,
donc est constante d’apres le Lemme 2, égale a un certain @ € R™. On a donc

Vo € R", f(z) = u(x) + a,

ce qui montre bien que f est une isométrie affine puisque u = dyf est une
isométrie. Ceci acheve la preuve du Théoréme 3.
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